‘ Hoofdstuk 10 : Complexe getallen (Vwo 5D) Pagina 1 van 13

PARAGRAAF 10.1 : REKENEN MET COMPLEXE GETALLEN

LES 1 VERZAMELINGEN EN KWADRAAT AFSPLITSEN

DEFINITIES VERZAMELINGEN
Er zijn verschillende verzamelingen getallen :

(1) N = Natuurlijke getallen =1,2,3,...

(2) Z = Gehele getallen =..,-3,-2,-1,0,1,2,3,.....

(3) Q = Rationale getallen (breuken) =Z en %,-1%,etc...

(4) R = Reéle getallen =Q en V7,m, /328 , etc

(5) C=Complexe getallen =R en alles van de vorm a+bi

THEORIE COMPLEXE GETALLEN
(1) Complexe getallen zijn getallen van de vorm z = a + bi meti? = —1.

(2) Voorbeelden zijn 3 + 4i, 10 — 2i, maar ook -3i (=0 — 3i) of 4 (=4 + 0i)

STAPPENPLAN KWADRAAT AFSPLITSEN
(i) Schrijf (x +b)? uit.

(ii) Vul dit in de opgave in en los de vergelijking op.

VOORBEELD 1

Los de vergelijking x2 + 8x — 20 = 0 op met kwadraat afsplitsen.

OPLOSSING 1
(i) (x+4)* = x>2+8x+16

(ii) Vul in en los de vergelijking op.
x2+8x—-20=0
x2+8x+16—-36=0
(x+4)?%*-36 =0
(x+4)? = 36
x+4 =6vx+4 = -6
x =2vx=-10
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VOORBEELD 2

Los de vergelijkingen op. Maak gebruik van i? = —1
a. x2+4x +9 =0

b. x2— 5x+16% = 0

OPLOSSING 2
a. Eerst het kwadraat afsplitsen :

(i) (x+2)2 =x% +4x + 4

(i) x2 +4x +9 =0
x2 +4x +4+5 =0
(x+2*+5 =0
(x +2)2= —5 = 542
x+2=+5i v x+2=—-V5i
x=-245i v x=-2-+/5i
b. (i) (x—2)2 = x? = 5x + 6%
(ii) x?—5x+16% = 0

x2—-5x +6%+10 =0

(x—22)% + 10 = 0

(x—22)% =-10 =10i?

x - 2V = 10i v x- 2% = —/10i
x = 2§+\/10i v ox = 2%—\/101'
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LES 2 : REKENEN MET COMPLEXE GETALLEN

DEFINITIE GECONJUNGEERDE
Z = { geconjungeerde van z }

Alsz = a + bi danis Z=a— bi

VIER BEWERKINGEN
Er zijn vier bewerkingen die we uitleggen aan de hand van een voorbeeld.

VOORBEELD 1
(1) Plus (3 + 4+ (5 + 7i) = 8 + 11i

(2) Min B+4)— G +7)= -2 - 3i

(3) Keer (3 + 4i)- (5 + 7i)=
15 + 21i + 20i + 28i%? = 15 + 41i- 28 = —13 + 41i

3+4i _3+4i 5-7i 15-21i+20i-28i" _15-1i+28 _43-i _
5+7i 5+7i 5-7i 25— 49i2 25+ 49 74 7

Ny

(4) Delen

3_ 1
7

Ny
~
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PARAGRAAF 10.2 : HET COMPLEXE VLAK

LES 1 : TEKENEN IN HET COMPLEXE VLAK

EEN AANTAL BEGRIPPEN BlJ DE COMPLEXE VECTOR Z
Gegeven is het complexe getal z = 1 + 2i. Een aantal begrippen / definities :

(1) | z | = {Modulus van z} = va® +b* = { Lengte van de vector / straal van de cirkel }

VOORBEELD

|z|=\/a2+b2 =12 +2° =5

(2) Re(z)=a en Im(z)=b
VOORBEELD
Re(1 + 2i) =1

Im(1+ 20) =2

(3) Tekenenvanz = 1 + 2i

2 -1 Dl 1

-
pes L
=t

(4) Arg (z) = { Het argument van z } = { Hoek met de positieve x-as }

VOORBEELD
Arg (1 + i) = 45° wanttana = % dus a = 45°
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VOORBEELD 1

Teken de volgende figuren

a. Im(z) =3

b. Im(z) + Re(z) = 4

|z| = 2
|lz-1-2i| = 3

e. 45° < Arg < 90°

o o

OPLOSSING 1
a. Im(z)=3 2>y=3
b. Im(z)+Re(z)=4 2 x+y=4 —Dy=4-x

c. |z]=2 > Ja?+b? =2 —a’+b*=2% (ditis een cirkel met straal 2)

d. |z-1-2i|=3 > +Ja’+b*=3 —a’+b?=3 (ditis een cirkel met straal 3 en
middelpunt 1 + 2i)

e. 450<Arg<900o (hoektussen 45 en 90 graden)

Voor de tekeningen zie de volgende pagina !!!
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TEKENINGEN 1

3i

4i
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PARAGRAAF 10.3 : POOLCOORDINATEN EN DE FORMULE VAN EULER

LES 1 : POOLCOORDINATEN

THEORIE COMPLEXE GETALLEN

Y

puis 1

—

i
L
Bt

y—coordinaat

(1) Er geldt: sin(@) = dusy = r - sin(0)

x—coordinaat

(2) Zoook: cos(f) = dus x = r-cos(0)

(3) In het complexe vlak :
z=x+1iy=r-cos(@) + ir-sin(@) = r(cos(6) + isin(h))

(4) Je kunt ze als volgt berekenen

. r=JTT7

e tan(f) = % (en let op kwadrant en -180 < 6 <180)


http://nl.wikipedia.org/wiki/Bestand:Polar_to_cartesian.svg
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VOORBEELD 1

Schrijf als poolcodrdinaat :
a. z=1+1

b. z =1-+3i

c. z=-3+2i

OPLOSSING 1
a r=VITF T =2
tan(8) =% - § =45°
Dus z = x + iy = v/2(cos(45) + i sin(45))

b. r= /12+(—\/§)2=2

tan(0) = %5 - 0 =—60°

Dus z = x + iy = 2(cos(—60) + i sin(—60))

c. r=4/(-3)2+22=+13
Je kunt nu ook met de knop Angle werken. Dit gaat als volgt :

e Mode - Real = a+bi
e Catalog (2nd 0) = Angle (-3+2i) =146 — 0 = 146°

Dus z = x + iy = V13 (cos(146) + i sin(146))
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LES 2 DE FORMULE VAN EULER

NOTATIE COMPLEX GETAL

Je kunt complexe getallen op 3 manieren schrijven : md
JeP=cosp+ising
(1) Standaardvorm z = a + bi
a = Re(2)
b = Im(z)
(2) Poolcoordinaten z = r(cos(p) + isin (¢))
r=lzl =Va? 1 b?
tan(p) = S (of met Angle op de GR)
(3) Formule van Euler z =1 -e%=r(cos(p) + isin(¢))
r=lzl =Va? 1 5?7

tan(p) = Z (of met Angle op de GR)
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VOORBEELD 1

Schrijf in de vorm z =a + bi

i

a. €
OPLOSSING 1

a. e™ =cos(m)+ isin(mr) = —1+i-0=—1 (zie ook het plaatje)
Dusa = —1en b=0

e?- (—%\/5+%\/§i)

3 .
e2ta = —%\/Eez +%\/§e2i { Dusa == —%\/?ez en b= %\/Eezi }
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VOORBEELD 2
Schriffindevormz = r - e'¢

a. ZO=1+i

b. 7, =2—2i
c. z,=(2-20)*
_2p)
d. Z3 = (2 21)
1+i
OPLOSSING 2

a. r=Va2+b2=\V12+12=12
<p=Angle(1+i)=%n

. 1
Duszy = r - e =+/2- ™

b. r=va?+b2 =22+ (-2)2=v8=2V2
¢ = Angle(2 — 2i) = —%n

: _1
Dusz, = 7 - e =22 e 4"

1 1 . . .
€ z,=(2-20)%=(z)*= % e ) =267 = g4 ™

d. 7. = (2-20* _zp, _ 2™ sl _qlg
. 3 - - -

1+i zo \/Ee%’”'
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LES 1 VERGELIJKINGEN OPLOSSEN MET DE FORMULE VAN EULER

VOORBEELD 1

Los de volgende vergelijkingen op m.b.v. de formule van Euler.

a.

z3=2-2i

b. (z—3i)? = 10i

C.

7242243 =-2i

OPLOSSING 1

Vooraf een paar opmerkingen

1 .
In het vorige voorbeeld hebben we al geziendat z = 2 — 2i = 2v/2 - e 4™

Omdat een rondje verder dezelfde codrdinaat oplevert, is de algemene oplossing

1 . .
z=2—2i=2V2-e ¥+ {metkhet aantal rondjes dat John de Muis extra loopt }

a. z3=2-2i

73 = 21% . e—%ﬂi+2km’

7 = (21% . e—%m’+2kni)%

L 1tl+ 2kmi 1 ~Lri+Zkmi

zZ=22-e 12 =22+ 127 12 { Dit is de algemene oplossing }

De 3 oplossingen (omdat het z3 is) zijn nu:

k=0- Zy = 22 e_EmJ’ \/_ e 127Ti

k=1- Zy = 22 e_EnH' \/_ e12

1 i 15 .

k=2-> z3=22 e_ﬁm"' l:\/i-eﬁm

OPMERKING

z, is dezelfde oplossing als z; want :

1
k=3-> Zy = 22 e_ﬁm"' \/— e12 \/— e 12m =2z
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1 . .
b. (z—3i)% = 10i = 10e2™"?*™ { Want 10i ligt op de positieve y-as, dus hoek = %n }

We gaan z — 3i = p stellen { pency }

p? =10i
pz — 1Oe%ni+2km'

De 2 oplossingen (omdat het z% is) zijn nu :

1. . 1. 1.

k=0- p1 = 10e7™*0™ = 10e3™ - z; = p; + 3i = 10e3™ + 3i
1. , 1. 1.

k=1-> Py = 1Oezm+1m — 106117” -2z, =D, +3i = 106117” +3i

c. Bij deze vergelijking gaan we eerst kwadraat afsplitsen
(1) Kwadraat afsplitsen

z2+2z+4+3=-2i

(z+1)*+2=-2i

(z+1)?*=-2-2i

(2) —2 — 2i omzetten in Eulernotatie

r=va+b?=(-2)2+(-2)* = VB =2V2

3
@ = Angle(—2 — 2i) = 4

. 3 . ,
7 =7 e“P=2\/§-e 4m+2k1‘rl

(3) We gaanp = z + 1 stellen

pZ — 2\/5 e—%ﬂ.’i+2kn’i

3 3_. .1
p = (ZZ . e—zﬂ'l‘l'ZkTEl)E

p= 2% . e—%m’ﬂcni

De 2 oplossingen (omdat het z% is) zijn nu :

3 . , 3 .
—=ti+07mi TCL

3 3
k=0- pp=24-¢e 8 =21-¢ 8
5

3 3 . . 3 . 3 .
— —_— 1 —_ — — —
k=1- p, =2a-e 8 T = 24 es™ >z, =p,—1=21-e5" -1

3 3 .
>z,=p;—1=21-e78" -1



